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Exercice 1

1. (a) Equation cartésienne de S :

(-0 +@y—-0>2+(z-02 =R*=|22+y* +22=4

(b) Vérification des points :
Pour A(0,0,2) :
0% 404 2% =4

Pour B(2,0,0) :
2°+0° + 03 =4

Alors A € (S) et B € (S5)
(a) Intersection du plan (OAB) ayec S : L'intersection est un cercle de centre O et de

rayon 2 dans le plan (OAB).
(b) Distance d(O, (AB)) :

2.

0+2°0+0 2+0
1 1(1,0,1
(5 5 50 ) = 1.

OA AD = (1)(2) + (0)(0) + (1)(—2) =2 -2 =0

d(0,(AB)) = |OI| = VI + 2+ 12 =| /2

3. (a)¢Produit vectoriel : N
AB = (2,0,-2), AM = (0,m,—2)

9| =|2mi + 4j+ omk

(b) Vecteur normal 77 = (m, 2, m), équation du plan :

m(a:—O)—l—Q(y—O)-l—m(z—Q):O:>’mx+2y+mz—2m:0‘

(c) Distance :

2|m|

m-04+2-04+m-0—-2m|  2m|

d(0, (ABM)) =
(0, ( ) Vm? + 4+ m? V2m? + 4 2(m? +2)
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4. Calcul du rayon 7 :

Rl \/4_ (x/ziTLLAL)Q

_\/4 Am? _\/4(2m2—|—4)—4m2
B 2m? +4 2m? + 4

\/8m2 + 16 — 4m?2 \/4m2 + 16 4
2m?2 + 4 2m? + 4 m?2 -+ 2

On a:
Pour m =0 : r = /2 + 2 = 2 (maximum)
Quand m — 00 : r — /2 (minimum)
Donc :

V2<r<2 YmeR

Exercice 2 :

1. (a)
a+b=(1+ 24 (1 2i) =12

Le milieu P de [AB] a pour affixe :

+b 2
p= N

2 2

(b) Pour z=a=1+42i:

a® —2a+5 = (1,+2i)* - 2(1+2i) +5
=t 4i+ 42 —2—4i +5
=1+4i—4-2—-4i+5 (i*=-1)
= (—3+4i)—2—4i+5
= (=3 —-2+5)+ (4i — 4)
=0+0i=0

Pour\z = be=1 — 2i :

b’ —2b+5=(1-20)-2(1—-2i)+5
=1—4i+4> -2+ 4i+5
=1—-4i—4-2+4i+5
=(-3—4i)—2+4i+5
= (=3—=2+05) + (—4i+ 4)
=0+0i=0
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5 3
yw—b\:‘§—(1—2¢):‘§+zz
3\ 2 5
— e 92 — Z
(3) =3
| | 5 3(3+19) 5—9—3i
w—c|=|z— =
2 2 2
B —4 — 33 _5
- 2 )

Donc [w—a| =|w—bl=|w—c| =3
(b) Puisque 2 est équidistante de A, B, et C, c’est le centre du eercleicirconscrit au
triangle ABC.

3. (a) Calcul du rapport :
3(1+1) 3(3+4) 3-9+3i—3i -6

d— = — = — = —
¢ 2 2 2 2 3
a—b=(1+2i) < 2)= 1
d—c_—3_ 37
a—b-~4i Wl 4
®) 3(1 +1) 3+3i—24+4i 1+7Ti
+1 +3—2+4 + 1
— — (1 = 21).= —
d—0> 5 ( ) 5 )
3(3 +4) 943 —2—4i T—i
“ 2 (h+ 20) 2 2
ST =2 Ti+1 14T
(c—a)i= o s B R =d—1b

Ce qui confirme 4

us

d—b=(c—a)i=(c—a)e"?

et : i b
- T
=
arg(c_a> 2[7r]
(DB) L (AC)
4. (a) On a:
, 2< )= o 2 +c 2 +3+z
Z—ec=-(z—-¢)=>d=cz4+-==z4+-+—
3 3 3 2 2
z’—gz+§+lz
37 2 2
(b) Affixe de G = h(P) :
_2 3,0 (13
973 272 |6 2
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wog _3-(2+h) -y
omd T F(rE) oy
:g—gizz—mx 2 _202-3) 1
23 6 2-3i 6(2—-3i) 3
Alors :

arg (%) = 0[27]

ce qui signifie que les points sont alignés.

Exercice 3 :

1. (a) Nombre total de tirages possibles :

Cs=15
c; |2
P =1 25
(b) Probabilité de ’événement B :
Ci+ CIN A
P(B) {2 15 - 15

(c¢) Indépendance des événements\A et B :
— Calcul de P(ANB) :

C3'=3 (deux blanches numérotées 1)

3 1
P(ANB)=—=-
( ) 15 5
— Vérification de I'indépendance :
2 7 14 1
P(A)x P(B) ==X — = — # —
(A)xPB) =gxF=7575

[Les événements A et B ne sont pas indépendants.‘

2. Répétition ded’expérience
On répete 3 fois I'expérience avec p = P(A) = %

(a) Loi de probabilité de X :

125 1125 1 125 | 125
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Probleme

1. (a) La courbe (C,) (parabole y = %) est toujours au-dessus de (C},) sur [0, +o0[, donc :
g(x) —h(z) >0 Vzel0,+oof
(b) De g(z) — h(x) > 0 on déduit :
7> 2Inz — (Inz)?
En divisant par 22 > 0 :
2Inz — (Inx)* <1 Va €]0, +oo]
2. (a) Primitive de Inx :

H(x) =xlnz — 2z est une primitive.car ‘H' (%)= Inz

62
/ nwdr = H(e?) — H(1) = (2?5 e — (Fnl — 1) = | + 1]
1
(b) Intégration par parties pour (Inz)? {

21
u(lnz)? = Ju = e

X

Vsl = v=zx

21
/(lnx)de:x(lnx)Q—/x- nxdxzx(lnacf—?/lnxdx

T

/(ln 7)’dr = z(Inz)® — 2vInz + 22 + C

2

[ mapds -
1
(c)¢ Résolutiomdeh(z) =0 :
2Inz — (Inz)?=0=Inz(2 —Inz) =0

Solutions :

r=1 et x=¢e

Points d’intersection : | (1,0) | et | (€2, 0)
(d) Calcul de l'aire :

2

A:/e h(z)dz = 2(e* + 1) — (2¢ — 2) = 4]
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1. (a) Limite en 0T :

lim f(z) = lim (a;_ (1nx)2)

z—0+ z—0* xT
On a: 2
nx
lim =0 et lim ( = 400
z—0t z—0t T
Donc :
lim f(z)=—o00

z—07F
Interprétation géométrique : La courbe C'; admet une asymptote verticale d’équation
x=0.
(b) Limite en +oo : Posons t = 1/z, alors x = t* et quand x — +00,4 — +6¢.

(Inz)?>  (2Int)*>  4(Int)* 4 Int
x £ R

2
T) — 0wquandy, t — 400

Donc :

:—,—OO

r—400 T—+00 €T

lim f(z)= lim (x_ <1n$>2>

(¢) Asymptote oblique :

lim [f(z) — 2] = lim (-M) ~0

r——+00 T——+00 T

Donc la droite y = x est une asymptote oblique a C'y en +o0.

2. (a) Pour tous de x €]0, +o0] :

f'@) = I's (—x_Q(lnx)2 +pt.

Fla)=1-— 2Inz — (Inz)?

X

21n$) . (Inz)*> 2z
x

(b) D’apres,Partie I, on sait que 2Inz — (Inx)? < 0 pour tout z > 0, donc :

2Inz — (Inz)?
2

2w - (Inz)?

5 >0 = fllz)=1-

>0

T T

Ainsi, f est strictement croissante sur |0, +o00].

3. (a) Ona:
i) f est continue et strictement croissante sur |0, +oo|
i) lim, o+ f(z) = —00 et lim, 1o f(x) = 00

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique a €]0, 4o00[ tel que

f(a) =0.
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(b) Calculons f(e™!) et f(1) :

fle)y=et - (;11)2 =e —e<0
f(l)=1—%=1>0
Donc a €le™!,1].
(c) On a:
fla)=0=a— (lnj)2 0=a’=(na)?
Comme « €]0,1[, on a Ina < 0, donc :
Ina=—-a
(d) Calcul de la tangente en z =1 :
F) =1 et f’(1)_1—0—10:1

Equation de la tangente :
y = =4) +f(1) <z
4. (a) Existence de ¢! : ¢ est continue et/strictement, croissante sur ]0, 1], avec :

lim p(r) =—00 et ¢(1)=1

z—01

Donc ¢ admet une réciproque ¢! définie sur J =| — oo, 1].

(b) On a:
1 1
(p7)'(0) = =
¢ (e 10))  ¢(a)
o (~a) = ()’ :
2(—a) — (—«a 20 — « 24+ 2«
Plaps flape1- == o 0 2
Donc : N
—1\/
0) =
(™0 = 5752
— flx)= = g
25 Fonction réciprogue
——y=x
> 0 — ’ff
2t //
_4_ ,/f/
_6_ /’l"
FIGURE 1 —
(c)
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Soit (u,) la suite numérique définie par uy = e et u,1 = f(uy,), pour tout n de N.
1. i) Initialisation (n=0) : up = e et e > 1. Donc 1 < wy.

ii) Hérédité : Supposons 1 < wu, pour un n fixé. D’apres la Partie 1I-3-¢c, f(z) < z
pour z > 0. Comme u,, > 1 et f est strictement croissante (Partie II-2-b), on a :

flun) > f(1) =1 car f(1)=1-

Ainsi, 1 < Upqq.
iii) Conclusion : Par récurrence, ¥n € N, 1 < w,,.

2. (a) D’apres la Partie II-3-c, f(z) < x pour tout > 0. Appliqué a x= u,, (avec u,, > 1) :

Up+1 = f(un) < Uy

La suite est donc décroissante.

(b) On a la suite est minorée par 1 (question 1) et _décroissante (question 2-a). Donc
(u,) converge vers une limite /.

(¢) D’apres (Partie I1I-2-b), on a :

(Iné)? N (In 0)? _

(= f(0) = 0 = ;

0

Ce qui implique In ¢ = 0, soit £.= 1.

La suite (u,) converge vers (‘= 1.




